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三维耗散型电流体动力学系统在齐次

ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ空间中的 ＢＫＭ型爆破准则

李秀蓉，梁洪
（西北农林科技大学理学院，陕西 杨凌 ７１２１００）

摘　要：非线性耗散型电流体动力学系统局部光滑解的爆破问题由流体力学中的不可压ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程和电
动力学的ＰｏｉｓｓｏｎＮｅｒｎｓｔＰｌａｎｃｋ方程强耦合而成，主要刻画等温不可压粘性流体中带电离子的漂移、扩散和对流
现象。基于ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ分解理论，建立了该系统局部光滑解在齐次ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ空间中与速度场水平分量
相关的ＢＫＭ型爆破准则，推广了之前结果。特别地，该爆破准则指出，在研究解的爆破问题中，速度场水平分
量比带电粒子密度函数更具重要性。
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　　本文主要研究一类来源于电流体动力学中刻画
带电离子漂移、扩散和对流现象的数学模型。该模

型中流体的运动由含源项的不可压ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方

程刻画，而带电离子的运动由ＰｏｉｓｓｏｎＮｅｒｎｓｔＰｌａｎｃｋ
方程给出，具有强非线性，奇异性和强耦合性，其

三维初值问题如下：
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其中，ｕ＝（ｕ１，ｕ２，ｕ３）和π分别表示流体的速度场
和压力场，ψ表示电子静电势，ｖ和ｗ分别表示流体
中带正电荷和负电荷离子的密度函数。为简单起

见，我们已经假设流体密度、粘性系数、电荷迁移

率和介电常数均为１。
系统 （１）由 Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ于 ２０世纪末在文献

［１］中首次提出，主要用来刻画等温不可压粘性
流体中电场和流场间的相互作用和发展演变原理。

２００２年，基于Ｋａｔｏ半群理论，Ｊｅｒｏｍｅ在文献 ［２］
中建立了系统 （１）局部光滑解的适定性理论。随
后，诸多学者考虑了系统 （１）在各种初边值条件
下的弱解问题，得到了与不可压ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程
类似的一些结果。例如：Ｓｃｈｍｕｃｋ在文献 ［３］中
利用能量不等式和 Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理，针对
ＮＳＰＮＰ系统的 Ｎｅｕｍａｎｎ初边值问题，证明了三维
整体弱解的存在性以及若干唯一性和正则性结果。

随后，Ｊｅｒｏｍｅ和 Ｓａｃｃｏ在文献 ［４］中利用 Ｒｏｔｈｅ
半离散化方法对 ＮＳＰＮＰ系统的混合边界问题建立
了任意维空间中整体弱解的存在性。Ｒｙｈａｍ在文献
［５］中研究了赋予Ｎｏｆｌｕｘ边界条件的ＮＳＰＮＰ系统
初边值问题二维弱解的整体存在性、唯一性和正则

性以及三维情形下小稳态解附近整体弱解的存在

性。另一方面，对于系统 （１）的初值问题，Ｚｈａｏ
等在文献 ［６－８］中建立了其在临界 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ空
间、负数阶临界Ｂｅｓｏｖ空间和ＢｅｓｏｖＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ
空间中的局部适定性和小初值问题的整体适定性，

并建立了自相似解的存在性及其渐近稳定性。特别

地，他们还建立了在临界Ｂｅｓｏｖ空间中的最优衰减
估计。但是注意到，由于ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程是系统
（１）的子系统 （此时ｖ＝ｗ＝ψ＝０），所以类似
于ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程，三维情形下系统 （１）整体
弱解的正则性和唯一性或局部光滑解是否在有限时

间发生爆破仍然是电流体动力学中极具挑战性的问

题。针对整体弱解的正则性和唯一性问题，Ｆａｎ等
在文献 ［９－１１］和 Ｚｈａｏ在文献 ［１２］中分别建
立了系统 （１）三维整体弱解若干与速度场相关的
正则性准则和唯一性准则；Ｚｈａｏ在文献 ［１３］中
建立了系统 （１）三维整体弱解在齐次 Ｂｅｓｏｖ空间
中与压力场相关的对数型正则性准则。

本文主要考虑系统 （１）局部光滑解的爆破问
题。最近在文献 ［１４］中，ＺｈａｏＢａｉ建立了系统
（１）局部光滑解的 ＢＫＭ型爆破准则和 ＰｒｏｄｉＳｅｒｒｉｎ
型爆破准则。特别地，他们还建立了如下改进的

ＢＫＭ型爆破准则：若系统 （１）的局部光滑解 （ｕ，
ｖ，ｗ）在时刻Ｔ 发生爆破，则一定有

∫
Ｔ

０
ｈｕｈ（·，ｔ）

ｑ
Ｂ·０ｐ，２ｐ３
ｄｔ＝∞，

２
ｑ＋

３
ｐ＝２，

３
２ ＜ｐ≤∞ （２）

其中，ｕｈ ＝（ｕ１，ｕ２）表示速度场的水平分量， ｈ ＝
（１，２）表示梯度算子的水平分量。由文献 ［１４］
可知，系统 （１）局部光滑解的爆破只依赖于速度
场的正则性，而与带电离子密度函数的正则性无

关。基于上述爆破准则 （２），本文将主要建立系
统 （１）关于速度场水平分量在齐次 ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒ
ｋｉｎ空间中的爆破准则。结论表明：针对文献
［１４］中齐次 Ｂｅｓｏｖ空间中的爆破准则 （２），相应
的爆破准则在齐次ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ空间中也是成立
的。

１　定理的提出
定理１　设（ｕ，ｖ，ｗ）是系统 （１）满足初始条

件ｕ０∈Ｈ
３（Ｒ３）， ·ｕ０ ＝０，ｖ０，ｗ０∈ Ｌ

１（Ｒ３）∩
Ｈ２（Ｒ３）和ｖ０，ｗ０≥０的局部光滑解。若Ｔ ＜∞是
局部光滑解（ｕ，ｖ，ｗ）的最大存在时间，则一定有

∫
Ｔ

０
ｈｕｈ（·，ｔ）

ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３
ｄｔ＝∞，

２
ｑ＋

３
ｐ＝２，

３
２ ＜ｐ≤∞ （３）

其中， ｈ ＝（１，２），ｕ
ｈ ＝（ｕ１，ｕ２）。

注１　在定理１的假设条件下，如果对某个时
间０＜Ｔ＜∞，有

∫
Ｔ

０
ｈｕｈ（·，ｔ）

ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３
ｄｔ＜∞，

２
ｑ＋

３
ｐ＝１，２＜ｐ≤∞ （４）

则局部光滑解（ｕ，ｖ，ｗ）可以延拓至时间Ｔ。
注２　在文献 ［１５］中，ＤｏｎｇＺｈａｎｇ建立了

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程局部光滑解关于速度场水平分量
的爆破准则，即如果

∫
Ｔ

０
ｈｕｈ（·，ｔ）Ｂ·０∞，∞

ｄｔ＜∞ （５）

则光滑解ｕ可以延拓至时间Ｔ。基于Ｂｅｓｏｖ空间和

ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ空间有如下关系 Ｂ
·０
∞，∞（Ｒ

３） ＝

Ｆ
·０
∞，∞（Ｒ

３），可知爆破准则 （３）对于三维不可压
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组而言也是新的，可以看成是

１４１



中山大学学报 （自然科学版） 第５８卷　

（５）的推广。

２　预备知识

我们首先介绍 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换。用 Ｓ（Ｒ３）表示
Ｓｃｈｗａｒｚ速降函数空间，Ｓ′（Ｒ３）表示其拓扑对偶空
间，即 Ｓｃｈｗａｒｚ缓增分布空间。对于任意的 ｆ∈

Ｓ（Ｒ３），其Ｆｏｕｒｉｅｒ变换Ｆ（ｆ）＝ｆ　^定义为：

Ｆ（ｆ）＝ｆ　^（ξ） １
（４π）３／２∫Ｒ３ｅ－ｉｘ·ξｆ（ｘ）ｄｘ

　　对于更一般的情形ｆ∈Ｓ′（Ｒ３），其Ｆｏｕｒｉｅｒ变换
可由标准的对偶方法来定义，即

＜ｆ　^，ｇ＞ ＜ｆ，^ｇ＞，ｇ∈Ｓ（Ｒ３）
　　下面我们介绍 Ｒ３上的 ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ理论。

令Ｃ ｛ｘ∈Ｒ３，３４≤ξ≤
８
３｝，则存在光滑径向函

数φ满足：ｓｕｐｐφＣ，０≤φ≤１，且

∑
ｊ∈Ｚ
φ（２－ｊξ）＝１，ξ∈Ｒ３＼｛０｝

　　基于上述 φ的构造，令 φｊ（ξ）＝φ（２
－ｊξ），

ｈ（ｘ）＝Ｆ－１（φ）（ｘ），其中 Ｆ－１表示 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变
换。则对任意的ｆ∈Ｓ′（Ｒ３），我们定义二进制分解
算子Δｊ和Ｓｊ如下：

Δｊｆ φ（２－ｊＤ）ｆ＝２３ｊ∫Ｒ３ｈ（２ｊｙ）ｆ（ｘ－ｙ）ｄｙ，
Ｓｊｆ ∑

ｋ≤ｊ－１
Δｊｆ

　　从形式上来看，Δｊ表示投影到环 ｛ξ∈ Ｒ
３，

ξ≈２ｊ｝的投影算子，Ｓｊ表示投影到球 ｛ξ∈ Ｒ
３，

ξ≤２ｊ｝的投影算子。注意到，若定义 Ｓ′ｈ（Ｒ
３）

Ｓ′（Ｒ３）／Ｐ（Ｒ３），其中 Ｐ（Ｒ３）表示 Ｒ３上的多项
式全体构成的集合。则对任意的 ｆ∈ Ｓ′ｈ（Ｒ

３），有

齐次ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ分解：

ｆ＝∑
ｊ∈Ｚ
Δｊｆ

　　下面我们给出齐次 ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ空间的定
义。令 ｓ∈ Ｒ，１≤ ｐ，ｑ≤ ∞，对任意的 ｆ∈
Ｓ′ｈ（Ｒ

３），则定义齐次ＴｒｉｅｂｅｌＬｉｚｏｒｋｉｎ空间如下：

Ｆ
·ｓ
ｐ，ｑ（Ｒ

３） ｛ｆ∈Ｓ′ｈ（Ｒ
３）；ｆＦ·ｓｐ，ｑ ＜∞｝

其中，

ｆＦ·ｓｐ，ｑ
（∑
ｊ∈Ｚ
２ｊｓｑ Δｊｆ

ｑ）
１
ｑ
Ｌｐ
，１≤ｑ＜∞，

ｓｕｐ
ｊ∈Ｚ
（２ｊｓ Δｊｆ）Ｌｐ

，ｑ＝{ ∞

　　最后，我们给出证明定理１需要用到的 Ｂｅｒｎ
ｓｔｅｉｎ不等式。

引理１［１６］　 （Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不等式）对任意 ｆ∈
Ｓ′（Ｒ３），任意非负整数ｋ，任意实数对（ｐ，ｑ）满足１

≤ｐ≤ｑ≤∞，存在常数Ｃ，有如下不等式成立：

ｓｕｐｐｆ　^｛ξ≤２ｊ｝ ｓｕｐ
α ＝ｋ

αｆＬｑ≤

Ｃ２ｊｋ＋３ｊ（
１
ｐ－
１
ｑ） ｆＬｐ，

ｓｕｐｐｆ　^｛ξ≈２ｊ｝Ｃ－１－ｋ２ｊｋ ｆＬｐ≤
ｓｕｐ
α ＝ｋ

αｆＬｐ≤Ｃ
１＋ｋ２ｊｋ ｆＬｐ

３　定理１的证明
我们利用反证法来证明定理 １，即假设 （３）

不成立，则存在正常数Ｋ，有

∫
Ｔ

０
ｈｕｈ（·，ｔ）

ｑ
Ｆ·０
ｐ，２ｐ３

ｄｔ≤Ｋ，

２
ｑ＋

３
ｐ＝２，

３
２ ＜ｐ≤∞ （６）

　　基于文献 ［１４］中的定理１４的证明，为证
明定理１，我们只需推导出如下估计：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｕ（·，ｔ）２
Ｌ２＋∫

Ｔ

０
Δｕ（·，ｔ）２

Ｌ２ｄｔ≤Ｃ０（７）

其 中，常 数 Ｃ０ 仅 仅 依 赖 于 初 值 ｕ０ Ｈ１，

（ｖ０，ｗ０）Ｌ１∩Ｌ２，Ｔ和Ｋ。
首先，由文献 ［１４］可知，在定理 １的假设

条件下，带电离子密度函数ｖ，ｗ≥０，且对任意０≤
ｔ≤Ｔ，有如下的能量不等式成立：

ｖ（ｔ）２
Ｌ２＋ ｗ（ｔ）

２
Ｌ２＋

２∫
ｔ

０
（ ｖ（τ）２

Ｌ２＋ ｗ（τ）２
Ｌ２）ｄτ≤

ｖ０
２
Ｌ２＋ ｗ０

２
Ｌ２，

ｕ（ｔ）２
Ｌ２＋ ψ（ｔ）２

Ｌ２＋

２∫
ｔ

０
（ ｕ（τ）２

Ｌ２＋ Δψ（τ）２
Ｌ２）ｄτ≤

ｕ０
２
Ｌ２＋ ψ０

２
Ｌ２≤

ｕ０
２
Ｌ２＋Ｃ（ｖ０，ｗ０）

４
３
Ｌ１ （ｖ０，ｗ０）

２
３
Ｌ２

　　其次，对方程组 （１）的第一个方程两边作用
算子 ×，可得

ｔω＋（ｕ· ）ω－Δω＝
（ω· ）ｕ＋ ×（Δψ ψ） （８）

其中，ω＝ ×ｕ表示旋度。在式 （８）两边同时乘
以ω，然后在Ｒ３上积分，再做分部积分可得

１
２
ｄ
ｄｔω

２
Ｌ２＋ ω２

Ｌ２ ＝

∫Ｒ３（ω· ）ｕ·ωｄｘ－∫Ｒ３（Δψ ψ）·

（ ×ω）ｄｘ Ｉ１＋Ｉ２ （９）
　　注意到 ·ｕ＝０，所以有

３ｕ
３ ＝－（１ｕ

１＋２ｕ
２），ω３ ＝１ｕ

２－２ｕ
１

则Ｉ１可表示为

２４１
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Ｉ１ ＝∑
３

ｉ，ｊ＝１
∫Ｒ３ωｉｉｕｊωｊｄｘ＝

∑
２

ｉ，ｊ＝１
∫Ｒ３ωｉｉｕｊωｊｄｘ＋∑

２

ｉ＝１
∫Ｒ３ωｉｉｕ３ω３ｄｘ＋

∑
２

ｊ＝１
∫Ｒ３ω３３ｕｊωｊｄｘ＋∫Ｒ３ω３３ｕ３ω３ｄｘ

于是，我们有

Ｉ１≤∫Ｒ３｜ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ （１０）

　　进一步，对 ｈｕｈ应用 ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ二进制
分解，即

ｈｕｈ ＝∑
ｊ＜－Ｎ
Δｊ ｈｕｈ＋∑

Ｎ

ｊ＝－Ｎ
Δｊ ｈｕｈ＋∑

ｊ＞Ｎ
Δｊ ｈｕｈ

　　从而由 （１０）可得

Ｉ１≤∑
ｊ＜－Ｎ
∫Ｒ３｜Δｊ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ＋

∑
Ｎ

ｊ＝－Ｎ
∫Ｒ３｜Δｊ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ＋

∑
ｊ＞Ｎ
∫Ｒ３｜Δｊ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ Ｉ１１＋Ｉ１２＋Ｉ１３

（１１）
　　为估计Ｉ１，一方面，由ＢｉｏｔＳａｖａｒｔ定律可知：

ｕ
ｘｊ
＝Ｒｊ（Ｒ×ω），ｊ＝１，２，３，

×ω＝ ×（ ×ｕ）＝
（·ｕ）－Δｕ＝－Δｕ

其中，Ｒ＝（Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３），Ｒｊ＝

ｘｊ
（－Δ）－

１
２（ｊ＝１，２，

３）表示 Ｒｉｅｓｚ算子。另一方面，由于 Ｒｉｅｓｚ算子是
Ｌ２（Ｒ３）上的有界线性算子，因此有下面估计成立：

ｕＬ２≤Ｃω Ｌ２，ΔｕＬ２≤Ｃ ω Ｌ２ （１２）
　　下面我们估计 Ｉ１。对 Ｉ１１，由 Ｈｌｄｅｒ不等式，
Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不等式和式 （１２）可推得

Ｉ１１ ＝∑
ｊ＜－Ｎ
∫Ｒ３｜Δｊ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ≤

Ｃ∑
ｊ＜－Ｎ

Δｊｈｕ
ｈ
Ｌ∞ ω Ｌ２

２≤

Ｃ∑
ｊ＜－Ｎ
２
３
２ｊΔｊ ｈｕｈ Ｌ２ ω

２
Ｌ２≤

Ｃ（∑
ｊ＜－Ｎ
２３ｊ）

１
２（∑
ｊ＜－Ｎ

Δｊ ｈｕｈ ２
Ｌ２）

１
２ ω２

Ｌ２≤

Ｃ２－
３
２Ｎ ｕＬ２ ω

２
Ｌ２≤

Ｃ２－
３
２Ｎ ω３

Ｌ２ （１３）

　　对Ｉ１２，令ｐ′是ｐ的共轭指标，即
１
ｐ′＋

１
ｐ＝１，

结合 Ｈｌｄｅｒ不等式和如下的 ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不
等式：

ｆＬ
２ｐ
ｐ－１≤ ｆ１－

３
２ｐ

Ｌ２ ｆ
３
２ｐ
Ｌ２，ｐ≥

３
２

可得

Ｉ１２ ＝∑
Ｎ

ｊ＝－Ｎ
∫Ｒ３｜Δｊ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ≤

Ｃ∫Ｒ３（∑
Ｎ

ｊ＝－Ｎ
｜Δｊ ｈｕｈ｜

２ｐ
３）

３
２ｐ
（∑

Ｎ

ｊ＝－Ｎ
１
２ｐ
２ｐ－３）

２ｐ－３
２ｐ ｜ω｜２ｄｘ≤

ＣＮ１－
３
２ｐ （∑

Ｎ

ｊ＝－Ｎ
｜Δｊ ｈｕｈ｜

２ｐ
３）

３
２ｐ

Ｌｐ
ω２

Ｌ２ｐ′≤

ＣＮ１－
３
２ｐ

ｈｕｈ Ｆ·０ｐ，２ｐ３
ω２（１－３２ｐ）

Ｌ２ ω
３
ｐ
Ｌ２≤

１
８ ω２

Ｌ２＋ＣＮ ｈｕｈ
ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３

ω２
Ｌ２ （１４）

其中，ｑ＝ ２ｐ
２ｐ－３。对 Ｉ１３，基于不等式

２ｕＬ２ ＝

ΔｕＬ２≤Ｃ ω Ｌ２和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入不等式 ｆＬ６≤
Ｃ ｆＬ２，我们有

Ｉ１３ ＝∑
ｊ＞Ｎ
∫Ｒ３｜Δｊ ｈｕｈ｜｜ω｜２ｄｘ≤

Ｃ∑
ｊ＞Ｎ
Δｊ ｈｕｈ Ｌ３ ω Ｌ２ ω Ｌ６≤

Ｃ∑
ｊ＞Ｎ
２
ｊ
２ Δｊ ｈｕｈ Ｌ２ ω Ｌ２ ω Ｌ２≤

Ｃ（∑
ｊ＞Ｎ
２－ｊ）

１
２（∑

ｊ＞Ｎ
２２ｊΔｊ ｈｕｈ ２

Ｌ２）
１
２ ω Ｌ２ ω Ｌ２≤

Ｃ２－
Ｎ
２ ω Ｌ２

２ｕＬ２ ω Ｌ２≤

Ｃ２－
Ｎ
２ ω Ｌ２ ω２

Ｌ２ （１５）
　　结合式 （１３）～（１５），我们得到了Ｉ１的估计。
现将这些估计代入 （１１），有

Ｉ１≤
１
８ ω２

Ｌ２＋Ｃ２
－３２Ｎ ω３

Ｌ２＋

ＣＮ ｈｕｈ
ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３

ω２
Ｌ２＋Ｃ２

－Ｎ２ ω Ｌ２ ω２
Ｌ２（１６）

　　对Ｉ２，利用式 （１）的第五个方程，能量不等
式，ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等式及式 （１２）可得

Ｉ２≤Ｃ ψＬ４ ΔψＬ４ ΔｕＬ２≤
１
２ Δｕ

２
Ｌ２＋Ｃ（ｖ，ｗ）

２
Ｌ４ ψ２

Ｌ４≤

１
２ ω２

Ｌ２＋Ｃ（ｖ，ｗ）
１
２
Ｌ２ （ ｖ， ｗ）

３
２
Ｌ２

ψ
１
２
Ｌ２ Δψ

３
２
Ｌ２≤

１
２ ω２

Ｌ２＋Ｃ（ｖ，ｗ）
２
Ｌ２ ψ

１
２
Ｌ２ （ ｖ， ｗ）

３
２
Ｌ２≤

１
２ ω２

Ｌ２＋Ｃ（ｖ，ｗ）
２
Ｌ２ （ ｖ， ｗ）２

Ｌ２＋

Ｃ（ｖ，ｗ）２
Ｌ２ ψ２

Ｌ２≤
１
２ ω２

Ｌ２＋Ｃ（（ ｖ， ｗ）２
Ｌ２＋１） （１７）

　　将式 （１６）和式 （１７）代入式 （９），我们有
ｄ
ｄｔω

２
Ｌ２＋

３
２ ω２

Ｌ２≤

３４１
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Ｃ２－
３
２Ｎ ω３

Ｌ２＋ＣＮ ｈｕｈ
ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３

ω２
Ｌ２＋

Ｃ２－
Ｎ
２ ω Ｌ２ ω２

Ｌ２＋Ｃ（（ ｖ， ｗ）２
Ｌ２＋１）

（１８）

　　取Ｎ充分大，使得Ｃ２－
Ｎ
２ ω Ｌ２≤

１
２，即

Ｎ≥
ｌｎ（ω２

Ｌ２＋ｅ）＋２ｌｎＣ
ｌｎ２ ＋２

　　则由 （１８）可得
ｄ
ｄｔω

２
Ｌ２＋ ω２

Ｌ２≤Ｃ（１＋ ｈｕｈ
ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３
＋

（ ｖ， ｗ）２
Ｌ２）（ω

２
Ｌ２＋ｅ）ｌｎ（ω

２
Ｌ２＋ｅ）

（１９）
　　最后，令Ｚ（ｔ） ω２

Ｌ２＋ｅ，根据 （１９）则有
ｄ
ｄｔｌｎＺ（ｔ）≤

Ｃ（１＋ ｈｕｈ
ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３
＋ （ ｖ， ｗ）２

Ｌ２）ｌｎＺ（ｔ）

　　应用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，我们有
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
Ｚ（ｔ）≤

Ｚ（０）ｅｘｐ｛ｅｘｐ｛Ｃ∫
Ｔ

０
（１＋ ｈｕｈ（τ）

ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３
＋

（ ｖ（τ）， ｗ（τ））２
Ｌ２）ｄτ｝｝

即

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ω（ｔ）２
Ｌ２≤（ｅ＋ ω０

２
Ｌ２）ｅｘｐ｛ｅｘｐ｛ＣＴ＋

Ｃ∫
Ｔ

０
（ ｈｕｈ（τ）

ｑ
Ｆ·０ｐ，２ｐ３
＋ （ ｖ（τ）， ｗ（τ））２

Ｌ２）ｄτ｝｝

　　从而由 （１９）可知 ｕ∈ Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ１（Ｒ３））∩
Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ２（Ｒ３）），即式 （７）成立。定理１证毕。
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